Об одном интегральном уравнении для функции источников by Килбас, А. А. & Роговцов, Н. Н.
Доклады Академии наук БССР 
1982 Том XXVI № 3
МАТЕМАТИКА
УДК 517.948.32:539.125.523:523.035
А. А. КИЛ БАС, И. И. РОГОВЦОВ
ОБ ОДНОМ ИНТЕГРАЛЬНОМ УРАВНЕНИИ 
для функции источников
(Представлено академиком АН БССР В. И. Крыловым)
1. Известно немного случаев, когда интегральное уравнение
4-00
S(t) = X(t) СХ4(т')й(т— т')5(т')<Д'+ £(т), — оо <т< + оо, (1) 
решено в замкнутой форме. При Х(т) =М (т) = 1 оно переходит в клас­
сическое уравнение с одним ядром (’■ 2). Для кусочно-постоянных ^(т), 
А1(т) уравнение (1) решалось в (3’ 4). Некоторые частные случаи урав­
нения (1) рассмотрены в (5). Данное уравнение представляет интерес 
для теории переноса излучения в неоднородных плоскопараллельных 
средах, так как, когда Xi (т) = 1, %(т) —вероятность «выживания» кван- 
таД(т) =£1 (|т|)/2, его решение является функцией источников (6).
В настоящей заметке получено решение в квадратурах интегрального 
уравнения
4-00
S(т) = Мт, а, ₽) J k(x — t')S(t')c/t' + g(x), — оо <т< -ф оо, (2)
где
Цт, а, Р) = а + Рехр (— цт)
1 + ехр (— цт)
ц=/=0. (3)
Найдены также некоторые асимптотические формулы для решений урав­
нений (1) и (2) в случае, когда ^(т) = 1, k(x) =Е\ (|т|)/2, и даны прило­
жения полученных результатов к вычислению ряда средних характери­
стик, используемых в теории переноса излучения (нейтронов).
Отметим, что уравнение (2) является модифицированным уравнени­
ем плавного перехода (2) и его решение получено методом сведения к 
краевой задаче Карлемана, впервые предложенного в (7).
2. Пусть Д(т) —интеграл Фурье от функции k(x)\ V и V-1—прямое 
и обратное преобразования Фурье (2). Будем рассматривать уравнение 
(2) в нормальном случае:
1 — <%К (т) =/= 0, 1-- р/С(т)^=О, --- ОО <С Т < -ф ОО.
Введем обозначения:
D(т) = н (т) = (« —
1-а£(т) ’ 1-а£(т)
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Х+ (г) = рлО(т) ехр И _J_ ехр 2л(т-т'>
F(t)= -±-Н(х) + -^±1
2 р
dx'
Х*М ехр 2-х О-V)
• Н(х’) - • (4)
1
р
Теорема 1. Если k(x)QL(—оо, + оо), £(т)£Л2(—оо, + оо), 
[ArgD(т)]+“ — 0, то интегральное уравнение (2) в Ё2(—оо, + оо), бе­
зусловно, разрешимо и его единственное решение при р > 0 имеет вид
SW= L-T. ДМ + ехр(ят7|х)/-(т') .
У 2л J
. —-оо
где функция F (х) определена формулой (4).
Пусть дополнительно к предположениям теоремы 1 выполняются усло­
вия: функция d(x) = V~l (D(x)—1)£L(—оо, 4~°°) и d'(x)QL2(—ео, ф-оо). 
Тогда аналогично (2) доказывается, что единственное решение уравнения 
(2) представимо в виде













уравненияФормулу (6) можно использовать для приближенного решения 
(2); см. (2).
Замечание 1. При р < 0 уравнение (2) равносильно 
вида (2), где х.(т, а, Р) заменено на л(т, р, а), и, следовательно, также 
может быть решено в замкнутой форме.
Примеры. 1. k (т) = Ех (|т|)/2, 0<а, р<1. Решение уравнения
(2) при р > 0 дается формулой (5) с К (т) = arctg т/т У 2л .
2. k (т) = У л!2 ехр (—б |т|), б > 0; а<р, причем действительные по­
стоянные а, р, б связаны соотношениями б (б — Р) = I2, б (б — а)=(/-)-р)2, 
где I — некоторая положительная постоянная. Решение уравнения (2) при 
р > 0 дается формулой (6), которая принимает вид
S (т) = g (т)----- а + Р ехР (—ЕН)---- L. Г [е~1а — е~('+*>°] g (т — о) do +
уравнению
+°°
do la'—('+*)cr']g((J~_0W'+ А(2/+и)+С « + Рехр(-№ 
р J 1 + ехр (— ра)
Т о
3. Исследуем асимптотику решений уравнений (1) и (2) при (т) = 1. 
Теорема 2. Пусть выполнены следующие условия'.
1) функция л(т) равномерно непрерывна на (— оо, -J- сю), причем
о х (т) m < 1, — оо < т ;
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2)kt(x) = J |Х(т) — Z(t')| EJIt— x'\)dx'£L(—оо, + оо). Тогда при
г) = 1 и k(x) = Et (|т|)/2 решение уравнения (1) представимо в виде
S(t) = (1-X(t))-‘ + S1(t), (8)
51(т)£Л(—оо, +оо)Г]С(—оо, + оо).
Следствие 1. При выполнении условий теоремы 2 для решения 
анения (1) имеет место асимптотическая формула
S(t) = (1-Х(т))-‘ + о(|тГ‘), |т|->+оо. (9)
Следствие 2. Пусть g(r) = l, k(т) = Et (|т|)/2, 0X(т, а, 
ir£(—оо, + оо), где Х(т, а, р) дается формулой (3). Тогда для ре­
ния уравнения (2) имеют место асимптотические формулы (8) и (9), в 
горых Х(т)==Х(т, а, р).
Введем обозначение:
+ °°
. Мп «> Р) j* а, Р))-1_(1__Х(Т, а, Р))_1]с!т'.
Теорема 3. Пусть 0р< 1, 0 — а=о(1 —0)v , 0 <сг 1, у 1 и 
(т, а) — решение в L(—оо, + оо) уравнения (1) при X(c)Xt (т') = а, 
Т) = £1 (М)/2, §(т) = /(т, а, Р). Тогда при g(x) = 1 и k (т) = Е) (|т|)/2 
шение уравнения (2) удовлетворяет следующим асимптотическим фор-
S(t) = (1-X(t, а, pn-i + SjT, a) + O((l_p)2v-3), (0+1), (Ю)
f S(T)g(T)dr= J (1 — Л(т, а, P))~‘g(T)dT +
— оо —оо
+ +р4(т, a)g(T)dr+O((l-p)2v-2.5), (0+1), (11)
— со
?функция А.(т, а, р) определена формулой (3), |g"(r)|<oo.
Замечание 2. Если g(x)£L(—оо, -|-оо), k (т) = Е1(|т|)/2, Х(т)-Х1(т') = 
const = ос, 0^а< 1, то единственное решение уравнения (1) в L(—оо, 
оо) имеет вид
‘ 4-00
S (т) = g (т) + J Ф„ (|т — т'|, a) g (т') dx',
гдеФДт, а) —известная функция; см., например, (8).
4. Для задач теории переноса (в частности, ее приложений в астро­
газике) представляют интерес различные средние характеристики. От­
метим, что средние числа N<j(x), ТУДт) перепоглощений кванта, ведущих 
к его «гибели» (под «гибелью» кванта понимается безвозвратное выбы­
вание его из поля излучения), являются решениями интегрального урав­
нения (1), когда k(x) =Ei (|rj)/2, g(x) = 1 соответственно при %i(т) == 1 и 
Цт) = 1. Величины М>(т) и Ni(x) имеют указанный смысл для кванта, 
соответственно поглощенного и испущенного на оптической глубине т. 
Между ними имеет место соотношение М>(т) = 1+Х(т)А^(т). Для источ­
ников, распределенных в среде, аналогами 7У0(т) и М(т) являются П2 и 
^которые вычисляются по формулам
W2= ( 1 J N0(x)g(x)dx,
199
Л^з = ( J ' J Ni(x)g(x)dx.
----OO ---- 00
Отметим, что М>(т) и AM?) в астрофизической литературе (см., напри­
мер, (9)) обычно называют средними числами рассеяний фотона. Под­
черкнем, что Л'о(т)=Л;1(т) и N2=N3 только для случая однородной 
среды.
Из теорем 2 и 3 вытекают следующие результаты:
Следствие 3. При выполнении условий теоремы 2
Л7о (т) = (1 — А,(г))-1 + о (|т|-1)> М -> + оо-
Следствие 4. При выполнении условий теоремы 3
A^0(t) = S(t), ЛГ2= ( f gCOdr) ‘ J S(x)g(x)dx,
— оо —оо
где для S (т) и ( S(x)g(x)dx имеют место асимптотические формулы (10) 
и (11) соответственно.
Исходя из указанной выше связи между N0(x) и Ni(x), можно полу­
чить соответствующие асимптотические формулы для 7Vt (т), N3.
В 'заключение отметим, что формула (7) при 6=1, /2>1— 1//2л, 
I + р 1 дает решение интегрального уравнения для функции источников 
в случае одномерной неоднородной среды.
Summary
The special integral equations of a convolution type are solved in a closed form. 
Asymptotic formulas for the solutions are obtained. Applications to the radiation trans­
fer and the neutron transfer theories are given.
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